INDLEDNING

Vores mal med denne opgave har ikke s& meget veret at praeesentere en feerdig metode til at styrke
en "personlig matematisk forstaelse". Dette er et arbejde som kun kan foregé gennem en konstant
udvikling af den praktiske undervisningssituation og af ens egen rolle som matematik-larer.

Malet med opgaven har nermere vaeret ud fra teoretiske overvejelser at overbevise laeseren (og
somme tider ogsd os selv) om nedvendigheden af at fokusere pa en personlig matematisk forstdelse,
uanset hvor vanskeligt det kan synes i en praksis.

De teoretiske overvejelser er dernast begrundet 1 nogle praktiske erfaringer, der - indrommet - ikke
er s& mange. Alligevel mener vi at kunne bruge dem til at give et fingerpeg om nogle forhold
omkring organiseringen af en undervisning, der tager udgangspunkt i vores idéer.

Det indledende afsnit er en situation fra en praktikperiode januar '95 pa Holme Skole, og den er
taget med som en slags virkelighedsramme til en opgave, der ellers let kan fortabe sig i teoretiske
idéer om matematikundervisning. Det er vores hab, at vi ved at vende tilbage til situationen kan
eksemplificere nogle af vores tanker og idéer.

Af samme grund har vi valgt en undervisningssituation, vi selv syntes lykkedes i rimelig grad, men
dette mé endelig ikke forlede til at tro, at alle efterfolgende timer forleb ligesa "smertefrit".

Men det er vel heller ikke meningen at alt skal det?

EN TIME MED 3. A - HOLME SKOLE

3.a var lige madt i skole igen efter jul, og de vidste godt, de skulle have praktikanter i
matematiktimerne. De havde naturligvis haft alt andet i tankerne i julen, men havde nok alligevel en
ide om, at situationen var lidt anderledes end normalt. Méske var "de nye" flinke og fortalte historier
eller gav fladeboller? Maske skulle de lave noget de aldrig havde prevet for? I hvert fald tog de
paent imod de nye og fandt forbleffende hurtigt deres stol og tog regnebogen frem.

Praktikanterne havde det stort set pa samme made. De havde da snakket med lereren, og havde
derfor en svag idé om, hvor eleverne fagligt befandt sig, men til gengzld ingen idé om, hvordan de
arbejdede. Hvad kunne fange deres interesse? Ville de have mere travlt med at kaste med
viskelaeder end at lytte pé leereren? Kunne de arbejde sammen? osv. Praktikanterne vidste ikke
rigtigt, om de skulle vaere glade eller ej, da regnebegerne 14 pa bordet.

Pa forhdnd havde praktikanterne leget med tanken om arealleere. Havde bernene lert noget om det
for? Var de maske for sma? Ville de have nogen interesse 1 og brug af at leere om flademal pé
nuvarende tidspunkt?? Efter en navnerunde, hvor man var kommet lidt pa fortrolig fod, hoppede
praktikanterne ud i det.

Hvad vidste eleverne om figurer?
De kendte trekanter, firkanter, cirkler, femkanter, tikanter.....osv. Der blev ingen rummelige figurer
navnt - det passede praktikanterne fint.



Efter en snak om halvtredskanter og millionkanter o.1. tog praktikanterne fat i firkanter , og skrev
det pé tavlen. En frivillig tegnede en keempe firkant, men kunne ikke helt na, s& den blev lidt skaev
og manglede et hjorne. Var det sé en firkant? Ikke rigtigt, der var kun tre hjerner og tre sider, men
nar man vidste, hvad han ville have tegnet, mente eleverne det var i orden. Dette tog praktikanterne
som et tegn pé, at eleverne kendte "ideen" bag x-kanter - og det passede dem jo ogsa fint.

Eleverne blev nu bedt om 2 og 2 at finde en firkant et sted i klassevarelset, og ikke mindst bagefter
forteelle resten af klassen, Avor stor den var. De gik straks 1 gang, og to ting var felles for alle:

1) Man fandt straks linealer frem

2) Alle valgte rektangler.

Nu vidste praktikanterne igen lidt mere om elevernes erfaringer og arbejdsmetoder.

Firkanterne blev sa praesenteret, og starrelserne varierede meget bade pa den ene og den anden
made:

"Vores er 10 cm i alt, to en halv pa hver led."

"Pé den korte 21 og pé den lange 29,5."

"32 cm. 1 omkreds."

"Den er 8 i areal, tror vi nok!"

"36 - 2x12 og 2x6."

"Forst troede vi 25, men nu siger vi 20 i omkreds." osv.

Det var altsa ikke sa ligetil at udtrykke storrelse. Hvis man bare s pa udsagnene, var det f.eks. ikke
muligt at sige hvilken firkant, der havde veret den sterste. Hvorfor havde eleverne valgt at besvare
spergsmaélet om storrelsen, pd den made de havde? Praktikanterne stillede de enkelte grupper
spergsmal som:

"Hvorfor malte I siderne?"

"Hvorfor lagde I siderne sammen?"
"Hvorfor var der nogen der gangede?"
"Hvad er omkreds?"

"Hvad betyder areal?"

"Hvorfor skiftede I mening fra 25 til 20?"

Dette blev til en diskussion af begrebet "omkreds", og om det egnede sig til at fortelle noget om
storrelse. Diskussionen blev ikke mindst levendegjort af, at to af firkanterne begge havde samme
omkreds. Var de sa lige store? Nogle mente ja, men de fleste syntes den ene "virkede sterst".

Der var ogsé eksemplet med gruppen, der havde ombestemt sig meget. Firkanten var et udsnit af
ternene pa tavlen pa 5x5 (hvilket vel var ganske belejligt). Gruppen havde forst talt eller udregnet,
hvor mange tern den bestod af, men eftersom det meste af klassen havde snakket om omkreds,
havde de ombestemt sig. Praktikanterne tegnede en lang firkant, der ogsa rummede 25 firkanter, var
den sterre end gruppens? Igen delte meninger.

Da dobbelttimen sluttede havde man ikke fundet et entydigt svar pa, hvordan man beskriver
storrelse af firkanter. Omkreds hang pd en made sammen med storrelse, men virkede ikke altid, og
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sa var der noget som nogen (ikke praktikanterne) kaldte "areal", og handlede om det, der kunne
vere "inden 1", men at det ligefrem fortalte om sterrelsen??

Der var med andre ord opstaet endnu flere nye sporgsmal, som praktikanterne kunne ga hjem og
teenke over, hvordan de kunne hjlpe klassen med at finde ud af:

Hvorndr er det smart at finde omkreds?

Hvad er det der areal egentlig?

Hvorfor og hvornar er det smart at telle det inden i, og hvornér det rundt om?

Er der overhovedet en ting, der kan siges at vare udtryk for sterrelsen af firkanter?

Og maske pa et senere tidspunkt:
Hvad nu hvis firkanterne er sa store, at man ikke kan méle dem med linealerne?
Hvad hvis det er trekanter og cirkler, eller sdidan en figur som der var en der tegnede pa tavlen?

Kan man ogsé méle omkredsen af en papkasse eller en fodbold, og hvad med det der er "inden
i"?

Samtidig var praktikanterne dog ogsé klar over, at spergsmélene ikke treengte sig lige hurtigt pa for
alle elever, og kunne de i det hele taget huske, hvad de havde snakket om, nar klassen skulle have
matematik naeste gang? Béde arbejdsform og arbejdsomrade var svaer at forudsige.

MATEMATIK SOM KONSTRUKTION

En opgavetitel som "Personlig matematisk forstéelse" krever en forklaring. Forst er det nedvendigt
at se pa, hvad matematik i det hele taget er for noget? Denne diskussion, der hurtig bliver temmelig
abstrakt og filosofisk, er alt for stor til denne opgave, men alligevel er det godt at have
grundproblematikken for gje. Lidt forenklet bliver spergsmaélet, man ofte stoder ind i:

1) Er matematikken et feerdigt logisk system, der bare ligger og venter pa at blive opdaget?
eller:
2) Er matematikken en menneskelig konstruktion hvis eneste fundament er de naturlige tal?

Nar sporgsmalet far vigtighed for os, skyldes det ikke mindst, at svaret fér store konsekvenser i en
padagogisk praksis. Hvis matematikken som i 1) er et feerdigt logisk system, en mangde satninger,
der venter pa at blive overleveret til naste generation, ma det paedagogiske mal vere en effektiv
overlevering. Dette har da ogsa varet den padagogik, der har praeget enhver tid, hvor en logicistisk
tankegang var fremtraedende.

Ser man derimod som i 2) matematikken som en mental aktivitet, der bestar i at producere den ene
konstruktion efter den anden, bliver paedagogikken derimod praget af at hjelpe konstrukteren, i
dette tilfzelde eleven, og kvalitet og differentiering vil blive nogle af naggleordene. Derfor er det ogsa
ofte i pedagogiske kredse, at denne konstruktivisme har slaet igennem.

Allerede i vores indledende historie vil man kunne se formuleringer som "at hjelpe eleverne til...",
der vidner om, at opgaven her ingen undtagelse er. Den bygger pa et konstruktivistisk grundlag,



maske bl.a. fordi vores erfaringer med den traditionelle paedagogik har vist en reekke huller i skolens
matematikundervisning, som vi héber en konstruktivistisk tankegang kan rette op pa.

Vi opfatter altsd matematik som en konstruktion. Nar vi snakker om personlig matematik skyldes
det netop, at denne konstruktion er, og kun kan blive, et meget personligt anliggende. Matematisk
viden er altsé ikke en faerdig pakke, og lering bliver ikke et spergsmal om at fylde eleven med
viden. En af de mest kendte konstruktivister Ernst Von Glasserfeld har papeget to principper, der
definerer et konstruktivistisk syn pa viden og laering:

1. "Viden bliver aktivt konstrueret af det erkendende subjekt, ikke passivt overtaget fra
omgivelserne.

2. "At finde ud af” er en tilpasningsproces, der organiserer subjektets eksperimentelle verden; det
er ikke en opdagelse af en uafheengig, allerede-eksisterende verden udenfor det erkendende
subjekt."

(Mathematics, teachers and children s. 292, -vores oversattelse)

Dette syn pa leering har traditionelt ikke haft den store indflydelse p& den peedagogiske praksis.
Maske fordi den pé sin vis ger op med den forstéelse af forholdet mellem menneske og omverden,
som har varet dominerende i de sidste hen ved 500 ars filosofi, nemlig bevidsthedsfilosofiens
subjekt-objekt model, der normalt tilskrives Descartes (Jens Rasmussen: "Lering samtale og
organisation" s. 67). En model, der som grundantagelse har, at mennesket, subjektet, er adskilt fra
tingene, det objektive. Erkendelse (og hermed ogsa paedagogik) er dermed et spergsmal om pa den
ene eller den anden méde at fa subjektet til at "modtage" objektet, altsa erkende omverdenen som
den nu engang er.

Det modsatrettede synspunkt er, at erkendelsen er et dialektisk spil mellem subjekt og objekt, og at
der ikke findes noget objekt, nogen erkendelse, for den har varet i forbindelse med et subjekt.
Uanset hvor god en paedagog man er, kan man altsé ikke tilrettelaegge selve erkendelsen, kun
situationen, hvor den opstér, og det er det, undervisning ma ga ud pa. Det sidste kunne vare en
anden forklaring pa den manglende padagogiske praksis, for hvor tit er man som larer ikke fristet
til at skyde genvej og forsege at overlevere sin egen erkendelse af tingene, fordi det er lettere og
sikrere end at bygge pa den erkendelse, eleverne kunne komme frem til?

Dette er som sagt en storre filosofisk diskussion, som vi springer hurtigt fra.
Vi vil dog lige n®vne, at Glasserfeld 1 ovrigt péstdr, at Piaget fortrinsvis var konstruktivist, og
Glasserfeld beskriver Piagets handlingsskemaer pa denne made:

"Forholdet mellem erkendelse og omverden er sdledes i beveegelse, fordi en hvilken som helst
kognitiv struktur som regel vil gennemgd en forvandling, ndr det moder modstand fra omgivelserne.
1 forhold til organismen manifesterer omgivelserne sig kun gennem en sddan modstand. Og
organismen kan kun slutte, at de "skemaer" (kognitive monstre), der ikke har modt modstand er
levedygtige. Dette kan siges at have en biologisk parallel i, at enhver organisme, der overlever i
sine omgivelser md anses for levedygtig."

(Mathematics, teachers and children s. 293, -vores oversattelse)

I eksemplet fra Holme Skole blev omkredsen, som et udtryk for sterrelsen af rektangler,
eksempelvis af de fleste af eleverne regnet for en anvendelig (levedygtig) metode, indtil den medte



modstand i form af et eksempel, hvor den viste sig ikke at have gyldighed. Men mere om det under
overskriften "Algoritmen".

MATEMATISK UDVIKLING

Pé baggrund af vores konstruktivistiske syn pa4 matematikundervisningen mener vi, at enhver
udvikling starter pa grundlag af en konstruktion. Bliver man stillet over for et problem, der ikke
umiddelbart kan loses 1 kraft af denne konstruktion, er man nedt til at udvikle en ny konstruktion.
Til belysning af dette har vi lavet folgende model, som skal illustrere udviklingen i forbindelse med
matematik:

(Konstruktion IJ

Sprog

[ Algorltme ]

UDVIKLING

Lﬂsnlng

(Konstruktion 2] :

Model A

Modellen afspejler et udviklingsmenster, som gor sig gaeldende i enhver form for matematisk
udvikling:

Nar vi skal i gang med et givent undervisningsforleb gar vi ud fra, at den enkelte elev meder op med
nogle ressourcer f.eks. i form af et talbegreb pé et eller andet plan. Den enkelte elev har med andre
ord sin egen konstruktion. I figuren er denne konstruktion udgangspunktet for den kommende
udvikling. (Konstruktion 1).

Eleven bliver sa stillet overfor et matematisk problem, som skal lases. Der er her vigtigt, at man er
sikker pa, at det er det rigtige problem, eleven oplever:

Vi forestiller os f.eks. en elev i 1. klasse, der far stillet et problem, der hedder "9-2", hvor vi havde
teenkt, at problemet skulle vaere at finde ud af, at man ferst har en maengde med ni elementer, s



tager man to vaek, og sd har man syv tilbage. Men det er jo en forudsatning, at eleven sé ved at "9"
betyder ni, og at "-" betyder minus, -og at dette betyder "at trekke fra" osv. Eleven kan godt have et
talbegreb, der er tilstraekkeligt til at lose navnte problem, men hvis eleven ikke har sproget eller
forstéelse for/kendskab til symbolerne, sé er det lige pludseligt det, der er problemet, og det var jo
ikke tilsigtet.

Det er altsé vigtigt, at vi arbejder med udvikling af sproget, sé eleven kan gribe det egentligt teenkte
problem an pa den rigtige made.

Forst nér eleven har et symbolsprog, der passer til problemet, kan han danne sin algoritme. Sprog
hanger sdledes sammen med algoritme, da man som antydet ikke kan danne en algoritme, hvis man
ikke har sproget til at danne den med.

I det gjeblik eleven har dannet sin algoritme er selve problemet lost. Algoritmen kunne i navnte
tilfelde vaere folgende tankegang: "Jeg har ni og sé teller jeg to baglens" el. "Der er to pd den ene
side, og de skal na op til ni. S& gr man bare opad som pé en trappe" osv. Opgaven er ikke lost, men
problemet er. Nu har eleven en algoritme, og sa er det ikke l@ngere et problem at lase opgaven, for
man bruger bare sin algoritme. Dermed er vi ndet frem til "Losning" i figuren ovenfor.

Efter denne proces vil eleven have gennemgéet en udvikling, der geor, at han nu har et nyt
fundament. Han har udviklet sit sprog og har faet treening i at lase et problem. Eleven kan anskue
matematik pa en ny méde, -han har faet en ny konstruktion. (Konstruktion 2).

Neste gang eleven meder et problem, er det den nye konstruktion, der er fundament, s& den
forvandles til "Konstruktion 1" i det neste udviklingsforlab.

Problem, lgsning, sprog og algoritme skal, som det forhabentlig er fremgaet, ikke ses som trin pa en
stige, hvor forst det ene er 1 brug, dernast det andet osv. I stedet er de 1 et konstant dialektisk
forhold, hvor de er athaengige af hinanden.

PERSONLIG MATEMATIK I SKOLEN

Med denne model over "en konstruktiv matematisk udviklingsproces" i baghovedet vil vi prove at
kigge pa matematikundervisning i folkeskolen og ga mere i dybden med de enkelte udviklingstrin.
Hvad skal man som laerer veere opmaerksom pé, og er der evt. principper eller metoder, man kan
tage til sig?

Problem/Legsning

Problem

Som udgangspunkt for enhver udvikling af den matematiske forstaelse mener vi altsa, at en (i dette
tilfelde) elevs nuvaerende matematiske konstruktion star overfor et problem, der kun kan loses
gennem udviklingen af en ny konstruktion. At problemet skal lgses bliver dermed den primere
motivation for en ny konstruktion. Ofte steder man imidlertid pa ord som "emne" eller
"stofomrdde", ndr man snakker om undervisningsplanlagning. Disse er efter vores opfattelse ord,



der er brugt som ramme om en raekke problemer af samme karakter, og kan virke som en hjlp til at
overskue disse. Der ligger dog en fare i, at de problemer, som skulle vere genstand for individuel
forundring, béde af lerer og elever betragtes som en disciplin (jf. ordet areal-laere). Problemet kan
sa ofte fa karakter af, om lereren synes man er dygtig, om man klare sig til eksamen osv., og den
slags problemleosning gavner ikke den matematiske konstruktion synderligt. Men mere om det i
afsnittet om algoritmer.

Hvis vi kigger pa eksemplet fra Holme Skole kan vi se, at selvom det var diskussionen i klassen, der
umiddelbart bragte snakken hen pa arealet af firkanter, var emnet jo indirekte valgt af underviserne
og vejen derind i form af problemet: Beskrivelse af fladers storrelse. Det forste man kunne sporge
om var, hvorfor netop dette emne kom péa dagsordenen. Man kan sige, at der er tre faktorer, der
spiller ind pa et sddant valg:

1) Rammer for undervisningen: Dette skal dekke de rammer undervisningssituationen er
underlagt: Formélsparagraf, leeseplaner, skolen og maske lererens egne krav til hvordan
undervisningssituationen skal forme sig (her vil vi se bort fra diskussionen om, hvorvidt
omgivelsernes krav bygger pa et konstruktivistisk syn pad matematik).

2) Elevernes faglige forudsztning: Her skal begrebet forstas bredt som de kognitive rammer hos
den enkelte elev (som regel en del af en "aldersgruppe"). Dette kan vaere fordi abstraktionsgraden
af losning til problemet generel er for hgj, eller at der er andre problemer og erfaringer, der vil
vaere gode at have som forudsatning.

3) Motivation: Elevernes interesse for at arbejde med de problemer, der kunne opsta. Hvis ikke
emnet kan udmunde i et eller flere problemer, der pa den ene eller anden made er vedkommende,
kan det veere svert at fa eleverne til at lege med. Her spiller desuden ogsa samarbejdsformer og
andre sociale forhold ind.

Rammer for undervisningen

Elevens faglige
forudszetning

Hvorfor Hvordan
"emne'? "emne"?

Model B

Disse tre faktorer er dels vigtige enkeltbrikker i emnevalget, men har selvfelgelig ogsa en funktion i
forhold til hinanden. Laseplanerne prover selvfolgelig - med skiftende held - at s&tte sine krav 1



relation til elevernes muligheder og at anbefale metoder, som kan styrke laeringssituationen.
Learingssituationen athanger ogsa i hgj grad af, om emnet matcher elevernes muligheder, og disse
er igen athengige af at blive udviklet pa baggrund af gode leeringssituationer.

I vores eksempel havde underviserne et for aldersgruppen obligatorisk "stof" i tankerne og desuden
en fornemmelse af, at elevernes evner var til stede, ligesom motivationen for at udvikle den
matematiske forstaelse. Diskussionen i starten var med til at vise om denne fornemmelse holdt stik,
om opgaven "Find en firkant og beskriv dens sterrelse" kunne bringes pa bane, og om eleverne ville
gore det til "deres problem". Model 2 bliver igen aktuel, nar man skal sperge sig selv, "hvordan"
man skal gribe undervisningen an i forhold til de tre faktorer.

Leosning

I modsatning til strukturen 1 Model 1 har vi valgt at beskrive punktet "Losning" i forbindelse med
"Problemet", da problemet jo er selve det, der skal have en losning:

En del af problemlosningen er selv at definere problemet. Hvis problemet var defineret ville der
ikke vere et problem. S& ville der bare vare en opgave. Et regnestykke som f.eks. "24 : 4" vil for os
vaere en opgave. Vi har en algoritme, og den bruger vi til at finde resultatet frem med. For en elev i
3.a, der endnu ikke kender algoritmen kunne det godt vere et problem. For at komme ud over
symbolsprogs-problemet kunne man fortzlle en regnehistorie, der passer til:

"Den anden dag var der 4, der skulle i biografen. Der var en felles slikpose, som skulle deles ud
inden filmen begyndte. I posen var der 24 stykker slik... osv. Nu er der grundlag for problemlesning.
For at gore det til et virkeligt problem burde man tilfeje: "Kan I finde ud af en smart made, der
virker hver gang, der skal deles slik ud, vanset, hvor mange stykker, der er?" Der er et konkret
problem, for barnene skal have lige mange stykker slik! Hvordan finder man ud af det? Hvad er
losningen pa problemet? Losningen pé problemet er ikke "6 til hver". Det er bare lgsningen pa
opgaven. Problemet er jo, "det, at finde ud af", hvordan man kan gere.

Loesningen er med andre ord selve erkendelsen. D.v.s. at, i det gjeblik man ser den store
sammenheng, "aha... det er altsd noget med, at jo flere stykker slik, der er fra starten af; jo flere
bliver der til hver. Det ser serme ud som om, at for hver gang, der er 4 stykker slik mere fra starten
af, ja sd er der ét stykke mere til hver, nér det er delt ud." S4 kan man begynde at afprove om det nu
ogsa passer: "Nar der er 24 stykker fra starten af, s er der altsé 6 stykker til hver. Hvis der er
24+4=28 stykker fra starten af; ja, -sd er der 6+1=7 stykker til hver." S& er problemet lost. Nu er
man naet frem til en erkendelse, der handler om tals indbyrdes forhold, nar man skal "dele ud." Med
erkendelsen folger, at man har faet sig en ny konstruktion, (konstruktion 2).

Da man selv har defineret problemet, definerer man ogsa selv, hvornér problemet er lost.
Ovenstdende resonnement kunne vaere en lesning pa problemet. En anden vil méaske mene, at
problemet ikke var lost endnu, for der findes andre tal end 4 og 24. Hvad nu, hvis de var 7 i
biografen, og der kun var 6 stykker slik osv.? Det er f.eks. her "konstruktion 2" for nogle kunne
komme ind og bliver til en ny "konstruktion 1." Udgangspunktet/grundlaget er nu, at vi har erkendt
én eller anden form for sammenhang i forbindelse med deling af tal. Mest nar det gaelder 24 delt ud
pa 4... Nu kan vi starte forfra pa et nyt problem, der kan udvide begrebet til at omfatte f.eks. alle
naturlige tal under 100.

Konsekvensen af at stille 4bne opgaver er, at der ikke findes en facitliste! Det er derfor ikke
lererens opgave, at sige, om det enkelte lasningsforslag er rigtigt eller forkert, men i stedet at stille
sporgsmaél, der kan hj&lpe eleven til selv at vurdere, hvorvidt problemet er lost, og om svaret er
fyldestgerende.



I 3.a var der en tendens til at matematik blev betragtet som opgavelosning og ikke problemlosning.
Dette viste sig tydeligt i elevernes idé om, at et problem ikke var lgst for laereren havde sat sit
flueben. Det var meget svart at overbevise nogle af eleverne om, at de selv matte vurdere nar et
problem var lest. Dette understreger, at det kraver tilveenning, at kere uden facitliste.

Sproget

Sproget spiller som neevnt tidligere en meget vigtig rolle i udviklingen af en personlig matematik.
Sprog skal fastholde vores tanker og kan have mange forskellige udformninger. Studier af
forskellige kulturer viser, at det ofte er det forhandenvarende sprog, der ikke bare benyttes til, men
ogsa ofte kommer til at preege matematikken.

"Imidlertid har man fundet, at overalt, hvor der eksisterer et talsystem, der er veerd at kaldes sddan,
teeller man pd fingre. I sine fingre besidder mennesket nemlig et redskab, som tillader det at gd
umiddelbart fra kardinal- til ordinaltal. Onsker det at vise, at en given meengde indeholder fire
genstande, lofter eller scenker det fire fingre samtidig; onsker det at tceelle den samme meengde,
lofter eller scenker det disse fingre i reekkefolge.”

(Tobias Danzig: tallet, videnskabens sprog s. 21)

Fingertelling, tegninger o.1 har altid fungeret som gode sprog i matematikken, og det vil stadig
typisk vere et sidant sprog, der falder barnet mest naturligt, at begynde med. Der er ingen grund til
at undga disse sprog, fordi de synes primitive. Man kan indvende, at det matematiske standardsprog
netop har vist sig som det mest effektive, og at man derfor lige sa godt kan bygge pé det med det
samme, men heri ligger en fare for slet ikke at fa opbygget et ordentligt sprogfundament.

Vygotskys teori om sprogfunktionen er en god hjelp i forstaelsen af dette.

Begreber bestar, mener Vygotsky, dels af begrebsindhold, der skal forstas som en samling af
erfaringer om omgivelserne, dels begrebsudtryk, som er sprog i en bred betydning (altsé ogsa
fingersprog, tegninger osv.).

Begrebsindhold og begrebsudtryk er i en konstant dialektisk udvikling. Erfaringerne skal fastholdes
ved hjaelp af sproget, og sproget skal udvikles ved nye erfaringer.

Kun hvis det dialektiske forhold har vaeret til stede under sprogets opbygning vil det fungerer uden
nogen form for oversattelse, pa samme méade som dansk fungerer for danskere. Et sddant sprog er
godt at tenke igennem og egner sig netop af den grund godt til problemleosning. Vygotsky kalder
dette sprog et sprog af 1. orden.

Der findes ogsé sprog, der ikke stér i direkte forbindelse med begrebsindholdet, og som derfor
kreever oversattelse og kan vare svarere at teenke igennem. Det er det samme man fornemmer, nar
man skal udtrykke sig p& fremmedsprog. De elementare vendinger sidder pa rygraden, men skal
man udtrykke en sver tankerakke bliver sproget hurtigt utilstreekkeligt. Vygotsky betegner et sadant
sprog, sprog af 2. orden.

Sprog af 2. orden er svarere at benytte sig af nar det gaelder om at lose problemer, netop fordi
oversattelsen kraever meget energi.

Marit Heines havder i "Begynner-opplaringen", at elevernes storste vanskeligheder i
matematiktimerne skyldes, at de for tidligt bliver presset til at problemlese med tal-symbolerne som
sprog. Dette er et problem, fordi de fleste berns erfaringer med matematiske problemer fortrinsvis er
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mundtlige. De kan telle, dele ting og i det hele taget lose problemer, som de endnu ikke kan
udtrykke ved hjelp af talsymboler. De fleste kan godt genkende nogle af de lette tal, men de
fungerer stadig som et sprog af 2. orden, og eleverne har svert ved at tenke i det.

Et af eksemplerne Hoines giver (og det er ikke et af de mest skremmende) handler om Robert, der
sagtens ved, at hvis man forst fir 3 klistermarker og derefter 4, sd har man 7 klistermerker 1 alt -
men opgaven: 3+4, gar han i std overfor. Haines skriver:

"Opgaven ndr ikke ind til egentlig behandling. Robert blokerer lige for eller i
overscettelsesprocessen. Det kan heende, at han klarer at overscette opgaven. Det kreever sd meget af
ham, at han ikke magter at arbejde med den, han far ikke draget nytte af vigtige dele af sin
begrebsverden. Robert far altsd ikke arbejdet med det, som er det veesentlige, selve tankearbejdet,
selve problemlosningen.

....Leereren far ikke et svar pd papiret - mdske fa eller gale svar. Leererens tolkning bliver alt for
ofte: Robert forstdr det ikke, han har ikke arbejdet, han kan ikke koncentrere sig , han er doven,
eller han har problemer med matematik, sd han md ove sig gennem mekaniske ovelser.”

(Hoines: Begynneropplaringen s. 82 -vores overs&ttelse)

Hvis det sidstn@vnte (mekaniske ovelser) bliver svaret pd Roberts vanskeligheder, kan man i bedste
fald opeve ham til at kunne svare rigtigt pa nogle stillede opgaver. Men sproget bliver tomt, og ikke
1 kontakt med begrebsindholdet. Det vil blive svert at bruge i forhold til problemlesningen, fordi
evnen til at oversatte stadig mangler. Igen henvises til Vygotskys dialektiske forhold mellem
begrebsindhold og begrebsudtryk.

Til spergsmalet om hvad man ber gere for at undgd sprogproblemer som Roberts skriver Hoines:

"I forste klasse burde vi have ladet Robert arbejde med sin talbehandling uden at skrive cifre.
Motivere ham til at finde ud af hvor mange, teelle hvor mange, skrive (tegne) hvor mange...... Vi mad
lade ham blive sikker i de sprogformer, han har. Vi md lade ham blive bevidst om den
talbehandling, som han har inden for reekkevidde.....Hjcelpe ham til at opdage systemer og
sammenhcenge gennem brug af sprog, der fungerer som sprog af 1. orden for ham. Vi md lade ham
forstd, at det er med tankerne han regner. Stregerne han scetter pd papiret skal bare i forste reekke
veere ham til hjcelp. Det geelder egne symboler, men det geelder ogsd senere tallene.”

(Hoines: Begynneropplearing, s. 84 -vores oversattelse)

Denne sidste raekkefalge -forst eget sprog, dernast det standardiserede- ma vaere gaeldende for al
undervisning i skolen ikke mindst begynderundervisningen. Ellers, pdstir Hoines, kan det nemt fa
indflydelse pa resten af skoletidens matematik, hvor der bliver bygget videre péd det overfladiske
begrebsapparat, der er blevet bygget op.

I Eksemplet fra Holme Skole var underviserne usikre overfor hvilket sprog, der fungerede som
sprog af 1. orden for eleverne. Derfor lagde det stillede problem ikke op til noget bestemt, der blev
saledes ikke spurgt om: Hvor mange cm”? Eller: hvor stort er arealet? Dette kunne have gjort
opgaven svarere for de elever for hvem disse begreber ikke fungerede som sprog af 1. orden.
Usikkerheden omkring isaer ordet "areal", men ogsa ordet "omkreds" viste tydeligt, at der var
problemer med at tyde disse ord. Hvad omkreds angik, kunne det rimelig nemt oversettes med
"vejen rundt om" og det styrkede begrebsindholdet, men det var svaerere med areal: "det indeni".... -
for "der er jo ikke noget!"
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Da eleverne var vant til at male i centimeter, og nogen havde en forhandsviden om noget med "at
teelle tern" blev tern senere et symbol for det inden i. Men i princippet kunne man forestille sig alle
mulige symboler; ad4-ark, teendstikasker, tegnetrekanter (nok lidt svaerere end med rektangler
eller..?) o.l. bare det kunne komme til at fungere som et sprog af 1. orden. Man ville dog hurtigt
opdage behovet for at have et feelles sprog, hvis man udvidede problematikken til at omhandle en
sammenligning af sterrelserne.

Dette kunne sa senere vare indgangsvinkel til det mere formelle leerebogssprog, som jo er et feelles
sprog. Ikke bare med resten af klassen, men resten af omverdenen.

Algoritmen

I 3.a blev der ikke lagt op til nogen bestemt metode til losning af problemet, altsa ingen fastlagt
algoritme. Dette var meget bevidst omend lidt af et eksperiment for underviserne. At male siderne
blev hurtigt en del af de algoritmer, der kom for dagen. Dette trick vidste eleverne jo virkede med
linier, s& hvorfor ikke med rektangler? En linie er imidlertid ikke nok, og her kom omkredsen ind i
billedet. Intuitivt ma man synes at omkreds og sterrelse har noget at gore med hinanden, og
algoritmen fungerede for de fleste. Der var endda nogle der &ndrede deres oprindelige til fordel for
denne, da de herte den praesenteret. Efterhanden som der blev stillet spergsmal til algoritmen, og
den i et par eksempler blev spillet ud mod intuitionen, blev der dog séet en hvis tvivl om den nu
ogsa fungerede. Og en mulig anden "areal-algoritme" begyndte at spage i kulissen. Denne var
imidlertid ikke naer s& umiddelbar, og det skulle vise sig at tage det meste af to uger at gore den
brugbar, -og det endda kun pa nogle specielle firkanter.

Selve "algoritmen" er den opskrift, der skal bruges til at lose et givent problem. Som for navnt har
man ikke et problem langere i det gjeblik, man har fundet en algoritme. Afh@ngigt af problemets
omfang vil algoritmen besté af op til flere trin eller led, hvor det ene led kommer som folge af det
andet.
For at tage et eksempel vil vi referere til en artikel i tidsskriftet "Matematik" (Nr. 1 1994), hvor
Kjeld Fredens forteller om de foreldrelose gadebern 1 Brasiliens slum: De lever bl.a. af at s@lge,
hvad de nu kan fa fat pa. Selvom de ikke har gaet i skole kan de alligevel regne, nér de skal salge
deres varer. Der stér:
"-Hvor meget koster en kokosnad? (...)

-35 cruzeiros...

-Sad vil jeg gerne have ti. Hvad bliver det?

-(Pause) Tre koster 105; tre mere sd er det 210. Jeg mangler fire.

Det er....315...Jeg tror det er 350."
Drengen ved, hvad én kokosned koster. Han har sikkert tit solgt tre ad gangen, sa derfor kan han
huske, at tre koster 105. Det dobbelte er let nok, -altsa 210. Det bliver lidt sveerere, nar han sa skal
tage portionen tre gange, men det lykkedes at na frem til 315 for til sidst at leegge de sidste 35 til.
Det er et meget godt eksempel pa en personlig algoritme, som vidner om en forstéelse af bade
multiplikation og addition. Vi ser straks, at det ville have veeret meget lettere "bare at putte et nul
bagpa som vi plejer."
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Det skal her naevnes, at kun 37% af bernene, der kunne udfere beregninger som disse, i en test
kunne lgse opgaven 105+105, nér den blev praesenteret pa papir, selvom de godt kendte tallene.
Dette viser igen, hvor athangig algoritmen ogsa er af sproget.

Vi er vant til at tale om standardalgoritmer i forbindelse med de 4 regningsarter. Specielt nar det
gelder multiplikation og division mellem flercifrede tal. Her er algoritmen bare kogt ind til et
monster eller en rakke tricks, der gor det muligt "pa én eller anden made" at na frem til et resultat.
(Jvnf. ..."og s ma vi lane....n i mente.." osv.). Eleven "bliver givet" et arsenal af diffuse beskeder,
som man skal huske til den enkelte type opgave. Altsa standardiserede algoritmer, der bliver tilegnet
via udenadslare. Det viser sig hurtigt at én ting er at laere noget udenad. Noget andet er at forstd....
Ofte lerer eleven kun i bedste fald at "udfylde" selve monsteret, men ikke hvad det er, der egentlig
sker. Det viser sig f.eks. ved fejl i multiplikationsopstillinger. Vi vil her konstruere et ikke
utenkeligt eksempel: Man har lart, at ndr man ganger et étcifret tal med et tocifret tal, s& kan man
skrive det op pa en linje: 5 x 12. Nar man regner det ud ganger man f.eks. "énerne forst" og setter
én "in mente". (5 x 2 ="0 -og én in mente").

Derneest ganger man 10 erne (og laegger menten til) (5 x 1 =5 (+ 1 mente) = 6), for til sidst at se, at
der nu pludselig star 60 under stregen. Det gik jo nogenlunde......

Men nar vi skal multiplicere to 2-cifrede tal med hinanden, kan der opsté problemer med 10 erne.
Hvis vi siger 15 x 12 og gér frem efter samme plan er det let at overse nogle af trickene undervejs,
hvis man ikke har forstéet, hvad det egentligt handler om: "Vi ganger forst énerne": 5 x 2 ="0 -og
én in mente" Sa ganger vi 10’erne: 1 x 1 =1 (+ 1 mente) = 2. Nu star der 20 under stregen.... (Tit
giver det ikke engang anledning til bekymring, at resultatet er mindre nar man ganger to 2-cifrede
tal end nér man ganger et étcifret tal med et 2-cifret tal).

Det er klart, at det er tidskreevende og besverligt at regne som gadebernene i Brasilien gor det. Det
er heller ikke meningen. Meningen er, at vi skal tilegne os erkendelse og forstaelse af problemets
losning. Vi er nedt til at s@tte sprog pd, hvis vi skal erkende og forsté, og det bedste sprog i den
forbindelse er et personligt sprog, der kan styrke en personlig algoritme.

Nar forst erkendelsen og forstdelsen er der, og man via gvelse ndr frem til en vis rutine, vil det vaere
hensigtsmaessigt at rationalisere sin algoritme. Det vil ofte komme af sig selv. Standardalgoritmen
skal med andre ord opstd som et symbolsprog via det personlige sprog og den personlige algoritme.
For drengen med kokosngdderne var det allerede automatiseret/standardiseret at tre kokosnedder
kostede 105 cruzeiros.
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Klassen

Organisation

Vi har nu lagt veegt pa, at savel problem/lgsning, sprog og algoritme er et personligt anliggende.
Man kunne derfor spearge om en klassesituation ikke bare er en forhindring for udvikling af den
personlige matematiske forstdelse? Det mener vi ikke behgver at vaere tilfaldet. Man kan sa
diskutere om der skal vere 25 elever i en klasse, men i princippet har klassen som feelles
erfaringsrum en vigtig funktion.

Vi mener grundliggende, at den enkelte elev kan fungere i 3 forskellige laringssituationer:

Som en del af klassen (Klassearbejde)
Som en del af en gruppe (Gruppearbejde)
For sig selv (Individuelt arbejde)

Disse leringssituationer har hver deres fordele og ulemper. Det er imidlertid ikke muligt at give et
fuldsteendigt bud p4, i hvilke sammenhange det ene er at foretraekke frem for det andet. Det vil i hoj
grad vere op til den enkelte larer at skonne, hvilken af de tre nevnte muligheder, der vil gavne
problemlgsningen bedst.

I vores eksempel fra Holme Skole benyttede underviserne sig af et sammenspil mellem
klassearbejde og gruppearbejde. Og senere i forlebet skulle det individuelle arbejde vise sig at vaere
bedst egnet. Generelt har vores erfaringer for fordelene ved de forskellige leeringssituationer veret:

Klassen er god til:

- Indgangsdiskussion til elevernes mede med problemer
Opsamling undervejs, grupperne eller de enkeltes erfaringer kan medes
Labende evaluering; hvilke slags problemer har vi medt? Hvordan kunne de tackles?
Udvikling af et feelles sprog

Gruppen er god til:
Idéfase, hvor den personlige algoritme kan f& inspiration
Eksperimentering, undersggelse osv.
Begyndende udvikling af et faelles sprog

Arbejdet "for sig selv' er god til:
Videreudvikling af algoritmer
Tankegange, hvor et felles sprog endnu ikke er etableret
Treening af det personlige sprog og den personlige algoritme

Noget af det allersvereste for en leerer med op til 25 elever med hver deres personlige forstaelse er
selvfalgelig, hele tiden at have det billede af hver enkelts matematiske konstruktion, som er
nedvendig for at kunne hjlpe eleven til at udvikle denne.

En sadan tanke er for nogen sé urealistisk, at de helt forkaster den, og maske satser pa
standardiseringen i stedet. Som vi n&vnte i1 indledningen har vi ikke en praktisk erfaring, der gor os
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i stand til at give svaret pa dette problem, men en ting, der efterhanden blev tydeligt i arbejdet med
3.a var negdvendigheden af at skifte mellem de tre laeringssituationer fra for.

Et eksempel kunne vaere, at man starter timen "fra tavlen", hvor man méaske resumerer fra sidst og
dernzest prasenterer eleverne for en opgave af en art. Noget, der forhabentligt inspirerer dem til at
stille sig selv et problem, de vil lgse. Det er vigtigt at fa klaret de ting, givet de oplysninger osv. som
man kan til hele klassen, da det ellers tager tid senere i form af gentagelser, forklaringer man glemte
OSV.

Derneest kan der arbejdes i grupper eller individuelt. Her har leereren muligheder for at danne sig et
indtryk af de enkelte elevers matematiske konstruktion, og hjeelpe dem med at udvikle den ved at
stille spergsmal, pirre til nysgerrigheden osv.

Pa et passende tidspunkt, méske ved timens slutning, méske ndr der er dannet lesningsmodeller til
problemet, kan man igen etablere klasse-arbejdet.

Dette er bare et eksempel. Der kan vaere mange varianter.

AFRUNDING

Til sidst vil vi gere opmarksom p4, at vi mener, at de tanker omkring personlig matematisk
forstdelse, som vi har pravet at gore rede for, star i relation til de idéer om progressive
leeringssituationer, der f.eks. ligger bag de nye leeseplaner for matematik:

"Pa mellemtrinnet er det vigtigt at eleverne opnar tillid til, at de gennem faget kan opbygge et
alsidigt stykke veerktoj til losning af praktiske og teoretiske problemer....... "

"I arbejdet med de naturlige tal udvikler eleverne fortsat egne beregningsmetoder. Standardiserede
regneopstillinger indfores, hvis det for eleven er en forenkling af arbejdet."

Eller i den nye folkeskolelovs enkleste beskrivelse af den nye folkeskolelovs idéer om princippet
om undervisningsdifferentering :

"Skolen har til opgave at tilpasse undervisningen til eleverne, opfattet som modscetning til at
tilpasse eleverne til undervisningen".

Netop denne sidste stning kan for matematik efter vores mening ikke opfyldes uden at tage
udgangspunkt i noget, der ligner det, vi her har omtalt som "personlig matematisk forstielse".
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